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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó îáëàñòÿìè

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, èçó÷àþòñÿ ïðåäåëü-

íûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëîâ Ëÿïóíîâà.
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onsiders a delay di�erential equation and a sequen
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�1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé ñâîéñòâ ñèñòåì

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n ≫
1 âèäà

{

dx(t)

dt
= Anx(t) + F (t, x(t)),

x|t=0 = x0,
t > 0, (1.1)
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
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,

âîçíèêàþùèõ â áèîëîãè÷åñêèõ è õèìè÷åñêèõ çàäà÷àõ (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄

è èìåþùóþñÿ òàì ëèòåðàòóðó). Â ÷àñòíîñòè, èõ èñïîëüçóþò ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ìíîãîñòàäèéíîãî ñèíòåçà âåùåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ïðè ýòîì

ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû n ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ñòàäèé, xj(t) � êîíöåíòðàöèÿ âå-

ùåñòâà íà j-é ñòàäèè, τ > 0 � âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà. Ïðè n≫ 1 íà-
õîæäåíèå êîíöåíòðàöèè xn(t) ñòàíîâèòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé. �àçìåðíîñòè

ïîäîáíûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü íàñòîëüêî áîëüøèìè (ê ïðèìåðó, n ∼ 1020

èëè 1030), ÷òî ðåøåíèå èõ íà ÝÂÌ ìîæåò áûòü íåîñóùåñòâèìî.

Áëàãîäàðÿ ñîâìåñòíîé ðàáîòå â 2002 ã. �.Â. Äåìèäåíêî, Â.À. Ëèõîø-

âàÿ è Ñ.È. Ôàäååâà áûëî ïîëó÷åíî ý��åêòèâíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â

÷àñòíîì ñëó÷àå. Îíî áûëî îñíîâàíî íà ñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè (1.1) è

ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì

dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t, y(t− τ)).

�èïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè äàííîé ñâÿçè áûëà âûñêàçàíà Â.À. Ëèõîø-

âàåì, èñõîäÿ èç áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, à Ñ.È. Ôàäååâûì ïðîâîäèë

÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, êîòîðûå åå ïîäòâåðæäàëè.

Ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ãèïîòåçû áûëî óñòàíîâëåíî

�.Â. Äåìèäåíêî è îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [3℄. Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó ðå-

çóëüòàòà, óñòàíîâëåííîãî �.Â. Äåìèäåíêî äëÿ ñèñòåìû (1.1). Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî �óíêöèÿ g(t, z) ∈ C(R
+

2 ) îãðàíè÷åíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó

|g(t, z1)− g(t, z2)| ≤ L|z1 − z2|, t ≥ 0, z1, z2 ∈ R.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåì âèäà (1.1) ñ íóëå-

âûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

{xnn(t)}, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò ðåøåíèé. Ñïðàâåäëèâà ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.1. (�.Â.Äåìèäåíêî.) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnn(t)} ðàâíîìåð-
íî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ], T > τ :

xnn(t) → y(t), n→ ∞.
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Ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-

íåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì























dy(t)

dt
= −θy(t) + g(t− τ, y(t− τ)), t > τ,

y(t) ≡ 0, 0 ≤ t ≤ τ,

y(τ + 0) = 0,

(1.2)

ïðè ýòîì

max
t∈[0,T ]

|xnn(t)− y(t)| ≤ c

n1/2
, n > n0.

Äàííàÿ òåîðåìà ñòàëà �óíäàìåíòîì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áîëüøîãî êî-

ëè÷åñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì (ñì., íàïðèìåð, [4�12℄). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå

[12℄ ýòà òåîðåìà îáîáùåíà íà ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ �óíêöèé g(t, z).
Èñõîäÿ èç îïèñàííîãî âûøå, âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè ïîñëåäíèå êîìïî-

íåíòû ðåøåíèé çàäà÷ (1.1) ñõîäÿòñÿ ïðè n→ ∞ ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîé çà-

äà÷è (1.2), òî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ýòèõ ðåøåíèé?

Ìîæíî ëè ñîâåðøèòü òàêîé æå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ðàññìîòðåíèè êà-

÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé? Îòâåòó íà ýòîò âîïðîñ â ñëó÷àå ëèíåéíîé

�óíêöèè g ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

�àññìîòðèì ñåìåéñòâî çàäà÷ Êîøè







dxn(t)

dt
= Anx

n(t), t > 0,

xn|t=0 = x̂n,

(1.3)
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
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
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
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n+ 1, (1.4)

ãäå a, b,∈ R � ïîñòîÿííûå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò (1.1) ïðè g(t, xn) = bxn, a =
−θ, τ = 1.

Òàêæå ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó ñ çàïàçäûâàíèåì























dy(t)

dt
= ay(t) + by(t− 1), t > 1,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [0, 1],

y(1+) = α,

(1.5)
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ãäå ϕ ∈ C[0,1], α ∈ R.

Â ïàðàãðà�å 2 ìû èçó÷èì ñâÿçü îáëàñòåé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.3) è (1.5), à â ïàðàãðà�å 3 èññëåäóåì âîïðîñ î

ñõîäèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåì (1.3).

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íà-

ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðî�. �.Â. Äåìèäåíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå.

�2. Ñõîäèìîñòü îáëàñòåé àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ

Ïîä àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ äàëåå ïîíèìàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.3), ëèáî óðàâíåíèÿ (1.5), ïîä

îáëàñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè � ìíîæåñòâî ïàð ïàðàìåòðîâ

(a, b) ∈ R2
, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3), ëèáî óðàâíåíèÿ

(1.5) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Òàêæå äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ∈ C åãî àðãóìåíò arg(z) ∈ [0, 2π).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü Ωn ⊂ R2
� îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåìû

dx(t)

dt
= Anx(t). Òîãäà ïðè n > 2, Ωn+1 èìååò âèä

Ωn+1 =

{

(a, b) ∈ R
2
∣

∣

∣
−
(

√

1 +
tn(a)2

n2

)n
√

a2 + tn(a)2 < b < −a, a < 1

}

,

(2.1)

ãäå tn(a) > 0 � íàèìåíüøèé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

n arctan

(

tn(a)

n

)

+ arg(itn(a)− a) = π. (2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû

An+1:

χAn+1
(z) = (−n− λ)n(a− λ) + (−1)nbnn,

è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

χn(z) =
(−1)n+1

nn
χAn+1

(z) =

(

1 +
λ

n

)n

(λ− a)− b. (2.3)

Îáîçíà÷èì ∆t2
t1f(t) � èçìåíåíèå àðãóìåíòà �óíêöèè f(t) ïðè èçìåíåíèè t

îò t1 äî t2. Ïî êðèòåðèþ Ìèõàéëîâà,

(a, b) ∈ Ωn+1 ⇔ ∆∞
0 χn(it) =

π

2
(n+ 1). (2.4)
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Îáîçíà÷èì

φn(z) =

(

1 +
λ

n

)n

(λ− a), (2.5)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2.3) ïðè b = 0. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî êðèâàÿ Xn = {χn(it)
∣

∣ t >

0} ïîëó÷àåòñÿ èç êðèâîé Φn = {φn(it)
∣

∣ t > 0} ïåðåíîñîì òî÷êè 0 ∈ C íà

âåëè÷èíó b. �àññìîòðèì φn(it) ïðè t > 0:

φn(it) =

(

1 +
t2

n2

)n

2√
a2 + t2 exp{iϕn(t)}, (2.6)

ãäå

ϕn(t) = n arctan

(

t

n

)

+ arg(it− a), (2.7)

arg(it− a) =



























arctan

(

t

|a|

)

, a < 0,

π

2
, a = 0,

π − arctan

(

t

a

)

, a > 0,

(2.8)

îòêóäà âèäíî, ÷òî ìîäóëü |φn(it)| ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè t > 0.
Ïóñòü a 6 0. Òîãäà ϕn(t) òàêæå áóäåò ñòðîãî âîçðàñòàòü ïðè t > 0.

Îáîçíà÷èì

0 = τ0 < τ1 < ... < τm < τm+1 = ∞ (2.9)

� ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè è êðèâîé

Φn ïðè èçìåíåíèè t ∈ [0,∞), ò.å.

{

Imφn(iτk) = 0, ∀k = 0, 1, ..., m,

Imφn(it) 6= 0, ∀k = 0, 1, ..., m, ∀t ∈ (τk, τk+1).
(2.10)

ßñíî, ÷òî m = ⌊n
2
⌋. Ïîñêîëüêó íà âñåõ ïðîìåæóòêàõ t ∈ (τk, τk+1) �óíêöèÿ

ϕn(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò, òî ïðè k = 0, 1, ..., m− 1,

∆τk+1

τk
χn(it) =

{

π, b ∈ Ik,

0, b 6∈ Ik,
(2.11)

ãäå Ik � îòêðûòûé èíòåðâàë ñ êîíöàìè φn(iτk) è φn(iτk+1), à òàêæå

∆∞
τmχn(it) =











π
2
, b ∈ Im, 2 | n,
π, b ∈ Im, 2 6 | n,
0, b 6∈ Im,

(2.12)
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ãäå

Im =

{

(−∞, τm), n mod 4 ∈ {0, 1},
(τm,∞), n mod 4 ∈ {2, 3}.

(2.13)

Èñõîäÿ èç îïèñàííîãî âûøå, äëÿ ∀k = 0, 1, ..., m− 1 âûïîëíåíî Ik ⊂ Ik+1,

ïðè÷åì

∆∞
0 χn(it) =

π

2
(n+ 1) ⇔ b ∈ I0 ⊂ I1 ⊂ ... ⊂ Im. (2.14)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (1.3) ïðè a 6 0
ïðèíèìàåò âèä

−
(

√

1 +
tn(a)2

n2

)n
√

a2 + tn(a)2 = φn(iτ1) < b < φn(iτ0) = −a, (2.15)

ãäå tn(a) îïðåäåëåíî ÷åðåç (2.2).
Ïóñòü òåïåðü a > 0. Èññëåäóåì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè �óíêöèè

ϕn(t).

dϕn(t)

dt
=

n2

n2 + t2
− a

a2 + t2
=
n2(a2 − a) + (n2 − a)t2

(n2 + t2)(a2 + t2)
. (2.16)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a ∈ (0, 1) ñóùåñòâóåò t∗ > 0, òàêîå ÷òî ïðè t ∈ (0, t∗)
�óíêöèÿ ϕn(t) ñòðîãî óáûâàåò, à ïðè t ∈ (t∗,∞) � ñòðîãî âîçðàñòàåò. Èñ-

õîäÿ èç (2.7), (2.8), ïðè t > 0 ñïðàâåäëèâî ϕn(t) >
π
2
, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò

âûïîëíåíî

τ0 < t∗ < τ1,

à, çíà÷èò, (2.11)-(2.15) òàêæå áóäóò ñïðàâåäëèâû.

Ïðè a = 1 è n > 2, ëèáî ïðè a > 1 è n >
√
a, èñõîäÿ èç (2.16), (2.7),

(2.8), ïðè t > 0 �óíêöèÿ ϕn(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò,

ϕn(0) = π, ϕn(t) <
πn

2
+ π,

⇒ ∆∞
0 χn(it) <

πn

2
,

à, çíà÷èò, ïðè òàêèõ a, äëÿ ëþáûõ b, ñèñòåìà (1.3) íå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâîé. Ïðè a > 1 è n <
√
a, èñõîäÿ èç (2.16), ñóùåñòâóåò t∗ > 0, òàêîå

÷òî ïðè t ∈ (0, t∗) �óíêöèÿ ϕn(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò, à ïðè t ∈ (t∗,∞) �
ñòðîãî óáûâàåò. Èç (2.7), (2.8), âûïîëíåíî

ϕn(0) = π, ϕn(t) <
πn

2
+ π, lim

t→∞
ϕn(t) =

π

2
(n + 1),

⇒ ∆t∗

0 χn(it) <
πn

2
, ∆∞

t∗χn(it) 6 0,

è âíîâü íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (2.4).

Ñóììèðóÿ âñå âûøåîïèñàííîå, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 4, C. 46-78

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 4, P. 46-78



Èëüèíûõ È.Ä. 53

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.5) îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè õîðîøî

èçó÷åíà (ñì., íàïðèìåð, [13℄, [14℄). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2.2. Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Ω ⊂ R2
óðàâíåíèÿ

dy(t)

dt
= ay(t) + by(t− 1)

èìååò âèä

Ω =

{

(a, b) ∈ R
2
∣

∣

∣
−
√

a2 + t̂(a)2 < b < −a, a < 1

}

, (2.17)

ãäå t̂(a) > 0 � íàèìåíüøèé ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

t̂(a) + arg(it̂(a)− a) = π. (2.18)

Ëåììà 2.3. Ïðè �èêñèðîâàííîì a ïðè âîçðàñòàíèè n ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {tn(a)} ñòðîãî óáûâàåò è èìååò ïðåäåë, ïðè÷åì

lim
n→∞

tn(a) = t̂(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

hn(t) = n arctan

(

t

n

)

+ arg(it− a)− π,

h(t) = t+ arg(it− a)− π,

h1n(t) = n arctan

(

t

n

)

, h2n(t) = arg(it− a)− π. (2.19)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè h1n(t) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t > 0 è
ðàçëè÷íûõ n > 0. Äëÿ ýòîãî ââåäåì �óíêöèþ h1(t, ξ) = ξ arctan( t

ξ
), ξ > 0

è âû÷èñëèì îò íåå ïðîèçâîäíóþ ïî ξ:

∂h1(t, ξ)

∂ξ
= arctan

(

t

ξ

)

− ξt

ξ2 + t2
. (2.20)

×òîáû îïðåäåëèòü ìîíîòîííîñòü (2.20), åùå ðàç âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

∂2h1(t, ξ)

∂2ξ
= − 2t

ξ2 + t2
+

2ξ2t

(ξ2 + t2)2
=

2t

ξ2 + t2

(

ξ2

ξ2 + t2
− 1

)

< 0.

Òàêèì îáðàçîì, (2.20) ñòðîãî óáûâàåò. Ïðè ýòîì,

∀t > 0, lim
ξ→0

∂h1(t, ξ)

∂ξ
=
π

2
, lim

ξ→∞

∂h1(t, ξ)

∂ξ
= 0
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⇒ ∀t > 0, ∀ξ > 0,
∂h1(t, ξ)

∂ξ
> 0.

Ïîñêîëüêó

∀t > 0, lim
ξ→0

h1(t, ξ) = 0, lim
ξ→∞

h1(t, ξ) = t,
∂h1(t, ξ)

∂ξ
> 0, h1n(t) = h1(t, n),

òî h1n(t) ñòðîãî âîçðàñòàåò, â ïðåäåëå, äî t.

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ïðè t > 0

hn(t) > 0 ⇔ t > tn(a). (2.21)

Ïî àíàëîãèè, äëÿ �óíêöèè h(t) áóäåò âûïîëíåíî

h(t) > 0 ⇔ t > t̂(a). (2.22)

Ïðè÷åì ∀n > 0, ∀t > 0, h(t) > hn(t). Çàìåòèì, ÷òî

0 = hn(tn(a)) < hn+1(tn(a)) < h(tn(a)),

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó (2.21), tn(a) > tn+1(a).
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn(a)} � óáûâàþùàÿ, îãðàíè÷åí-

íàÿ ñíèçó ÷èñëîì t̂(a), ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò ïðåäåë. Îáîçíà÷èì åãî çà

α(a):

lim
n→∞

tn(a) = α(a) > t̂(a). (2.23)

Çà�èêñèðóåì ε > 0. Òîãäà

∃N, ∀n > N, α(a)− ε < tn(a) < α(a) + ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

n arctan

(

α(a)− ε

n

)

< h1n(tn(a)) < n arctan

(

α(a) + ε

n

)

. (2.24)

Âîçüìåì íèæíèé ïðåäåë â âûðàæåíèè (2.24):

α(a)− ε 6 lim
n→∞

h1n(tn(a)) 6 α(a) + ε,

ïîñêîëüêó ε � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî

lim
n→∞

h1n(tn(a)) = α(a).
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Àíàëîãè÷íî äëÿ âåðõíåãî ïðåäåëà, ïîëó÷àåì

lim
n→∞

h1n(tn(a)) = lim
n→∞

h1n(tn(a)) = lim
n→∞

h1n(tn(a)) = α(a)

⇒ 0 = lim
n→∞

hn(tn(a)) = h(α).

Èç (2.22) è (2.23),

lim
n→∞

tn = α(a) = t̂,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî òåîðåìà

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü Ωn ⊂ R
2
� îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

ñèñòåìû

dx(t)

dt
= Anx(t),

Ω ⊂ R2
� îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ

dy(t)

dt
= ay(t) + by(t− 1).

Òîãäà

∀n > 2, Ωn ⊃ Ωn+1, Ω = int

(

∞
⋂

n=2

Ωn

)

,

ãäå intB � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà B.

�3. Ñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà

3.1. Ñõîäèìîñòü â ñëó÷àå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-

äà÷è

�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

HnAn + A∗
nHn = −Fn, (3.1)

ãäå Hn = {hni,j}ni,j=1, Fn = F ∗
n = {fn

i,j}ni,j=1 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé (3.1) ìîæíî

ïîíèìàòü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð Ln : Mn,n(R) → Mn,n(R), äåéñòâóþùèé
íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö è îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó

Ln[H ] := HAn + A∗
nH.
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�àññìîòðèì êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ln+1[H ], ãäå H = {hi,j}n+1
i,j=1:

(Ln+1[H ])i,j =























n(hi,j+1 + hi+1,j − 2hi,j), i, j 6 n,

bh1,j + ahn+1,j + n(hn+1,j+1 − hn+1,j), i = n+ 1, j 6 n,

bhi,1 + ahi,n+1 + n(hi+1,n+1 − hi,n+1), i 6 n, j = n + 1,

2ahn+1,n+1 + bh1,n+1 + bhn+1,1, i = j = n+ 1.
(3.2)

Çàìåòèì, ÷òî äàííûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂
∂x

è

∂
∂y

ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íåêîòî-

ðîé �óíêöèè h(x, y) è åå çíà÷åíèé. Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è

L[h] = f ⇔











































∂h

∂x
(x, y) +

∂h

∂y
(x, y) = f(x, y), x, y ∈ (0, 1),

bh(0, y) + ah(1, y) +
∂h

∂y
(1, y) = f1(y), y ∈ [0, 1],

bh(x, 0) + ah(x, 1) +
∂h

∂x
(x, 1) = f2(x), x ∈ [0, 1],

2ah(1, 1) + b(h(0, 1) + h(1, 0)) = f3,

(3.3)

à îïåðàòîð Ln+1 � êàê ðàçíîñòíûé îïåðàòîð íà ñåòêå

ωn =

{

(xi, yj)
∣

∣

∣
xi =

i

n
, yj =

j

n
, i, j = 0, . . . , n

}

, (3.4)

àïïðîêñèìèðóþùèé äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L[h].
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1.3) ïðè (a, b) ∈ Ω. Â

ñèëó òåîðåìû 2.4 íóëåâîå ðåøåíèå êàæäîé èç ñèñòåì 1.3 áóäåò àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà (3.1) èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Hn = H∗
n > 0. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ:

ìîæíî ëè ñ�îðìóëèðîâàòü êàêèå-ëèáî ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà äëÿ ìàòðè÷-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Hn}? Íà ýòîò âîïðîñ äàåò îòâåò òåîðåìà, äîêà-

çàòåëüñòâó êîòîðîé ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü (−Fn+1) ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè �óíêöèé f íà

ñåòêó ωn. Îáîçíà÷èì

ξni,j = hn+1
i,j − h

(

i− 1

n
,
j − 1

n

)

,

ãäå hni,j � ðåøåíèå óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà (3.1), à h(x, y) � ðåøåíèå (3.3).

Åñëè �óíêöèÿ h äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è (a, b) ∈ Ω, ãäå
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Ω � îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

(1.5), òî

||ξn||max 6
C1 lnn+ C2

n
,

ãäå ||u||max = max
i,j

{|ui,j|}, C1, C2 � êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò n.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé Ëÿ-

ïóíîâà (3.1) ñõîäèòñÿ â ðàâíîìåðíîé ñåòî÷íîé íîðìå ê ðåøåíèþ êðàåâîé

çàäà÷è (3.3).

Äàëåå âåçäå â ýòîé ãëàâå ñ÷èòàåì, ÷òî (a, b) ∈ Ω. �àçîáüåì äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû íà íåñêîëüêî ëåìì. Äëÿ íà÷àëà, ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü

àïïðîêñèìàöèè íà äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè h:

ψn
i,j = (Ln+1ξ

n)i,j =











































1

2n

(

∂2h

∂x2
(ξ1i ,

j−1
n
) +

∂2h

∂y2
( i−1

n
, η1j )

)

, i, j 6 n,

1

2n

∂2h

∂y2
(1, η2j ), i = n + 1, j 6 n,

1

2n

∂2h

∂x2
(ξ2i , 1), i 6 n, j = n+ 1,

0, i = j = n + 1,

ãäå ξ1i , ξ
2
i , η

1
j , η

2
j ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì,

||ψn||max 6
C1

n
, (3.5)

ãäå C1 íå çàâèñèò îò n.

Îöåíèì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà (3.1) ïðàâîé ÷àñòüþ Fn:

||hn||max 6 Ĉn||Fn||max.

Òîãäà äëÿ ξn áóäåò âûïîëíåíî

||ξn||max 6 Ĉn+1||ψn||max 6
C1 · Ĉn+1

n
. (3.6)

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü (3.6) áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞, òî îòñþäà

áóäåò ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðåøåíèé Ëÿïóíîâà ïî ðàâíîìåðíîé ñåòî÷íîé

íîðìå. Äîêàæåì, ÷òî Ĉn+1 = C2 lnn+ C3, ãäå C2, C3 íå çàâèñÿò îò n.

Äàëåå âåðõíèå èíäåêñû hn+1
è fn+1

i,j îïóñêàåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè. Ïðå-

îáðàçóåì (3.1) ðàçìåðíîñòè n+ 1 ê ñëåäóþùåìó âèäó:
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{ −−→
hj+1 = B1

−→
hj +

1
n

−→
fj , j 6 n,

B2

−−→
hn+1 + b

−→
h1 =

−−→
fn+1,

(3.7)

ãäå

−→
hj =











h1,j
h2,j
.

.

.

hn+1,j











,
−→
fj =











f1,j
f2,j
.

.

.

fn+1,j











,

B1 =

























2 −1 0 . . . . . . 0

0 2 −1
.

.

.

.

.

. 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 2 −1 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 2 −1

− b

n
0 . . . 0 0 1− a

n

























,

B2 =























a− n n 0 . . . . . . 0

0 a− n n
.

.

.

.

.

. 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. a− n n 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 a− n n

b 0 . . . 0 0 2a























.

Ëåììà 3.2. Äëÿ ëþáûõ a, b ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n îáðàòíàÿ

ìàòðèöà B−1
1 îïðåäåëåíà è åå íîðìà îãðàíè÷åíà

||B−1
1 ||∞ 6

1

1− |a|+ |b|
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ||B1y||∞:

||B1y||∞ = max

{

|2y1 − y2|, . . . , |2yn − yn+1|,
∣

∣

∣

∣

(

1− a

n

)

yn+1 −
b

n
y1

∣

∣

∣

∣

}

> max

{

2|y1| − ||y||∞, ... , 2|yn| − ||y||∞,
(

1− |a|
n

)

· |yn+1| −
|b|
n

· ||y||∞
}

.

Åñëè ||y||∞ äîñòèãàåòñÿ íà |yk|, ïðè k 6 n, òî

||By||∞ > 2|yk| − ||y||∞ = ||y||∞,
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åñëè æå ||y||∞ äîñòèãàåòñÿ íà |yn+1|, òî

||B1y||∞ >

(

1− |a|
n

)

· |yn+1| −
|b|
n

· ||y||∞ =

(

1− |a|+ |b|
n

)

· ||y||∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n > |a|+ |b|, èìååì
(

1− |a|+ |b|
n

)

> 0, à çíà÷èò

||B1y||∞ >

(

1− |a|+ |b|
n

)

||y||∞,

ñëåäîâàòåëüíî B−1
1 ñóùåñòâóåò. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n > |a| + |b|. Îöåíèì

íîðìó B−1
1 :

||B−1
1 ||∞ = sup

x 6=0

( ||B−1
1 x||∞
||x||∞

)

= sup
y 6=0

( ||y||∞
||B1y||∞

)

6 sup
y 6=0









||y||∞
(

1− |a|+ |b|
n

)

||y||∞









=
1

1− |a|+ |b|
n

.

Âíîâü ïåðåïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó:

{ −→
hj = B−1

1

−−→
hj+1 − 1

n
B−1

1

−→
fj , j 6 n,

B2

−−→
hn+1 + b

−→
h1 =

−−→
fn+1.

Âûðàçèì

−→
hj ÷åðåç

−−→
hn+1 è ñòîëáöû ìàòðèöû Fn+1.

−→
hj = B−1

1

−−→
hj+1 −

1

n
B−1

1

−→
fj = . . . = B

−n−1+j
1

−−→
hn+1 −

1

n
B−1

1

n−j
∑

k=0

B−k
1

−−→
fj+k

= B
−n−1+j
1

−−→
hn+1 +

−→̂
fj , ∀j = 1, . . . , n,

ãäå

−→̂
fj = −1

n
B−1

1

n−j
∑

k=0

B−k
1

−−→
fj+k.

Ëåììà 3.3. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

||−→hj ||∞ 6 C1 · ||
−−→
hn+1||∞ + C2 · ||Fn+1||max, ∀j = 1, ..., n,

ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò a è b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì îöåíêó ÷åðåç γ =
1

1− 1
n
(|a|+ |b|) . Îöåíèì

íîðìó

−→̂
fj :

||
−→̂
fj ||∞ 6

1

n
γ

n−j
∑

k=0

γk·||−−→fj+k||∞ 6
||Fn+1||max

n
·γ

n−j
∑

k=0

γk =
||Fn+1||max

n
·γ γ

n−j+1 − 1

γ − 1

6
||Fn+1||max

n
· γ

n − 1

1− 1

γ

= ||Fn+1||max ·
1

|a|+ |b|









1
(

1− |a|+ |b|
n

)n − 1









6 C2 · ||Fn+1||max,

ïðè n > 2(|a|+ |b|), C4 =
22(|a|+|b|) − 1

|a|+ |b| . Òàêèì îáðàçîì, íîðìà ||
−→̂
fj ||∞ îãðà-

íè÷åíà âåëè÷èíîé C2 · ||Fn+1||max, ãäå C2 íå çàâèñèò îò j è n. Îöåíèì íîðìó−→
hj :

||−→hj ||∞ 6 γ−n−1 · ||−−→hn+1||∞ +C4 · ||Fn+1||max 6 C3 · ||
−−→
hn+1||∞ +C4 · ||Fn+1||max,

ãäå C3 = 22(|a|+|b|)+1
, ò.å. òîæå íå çàâèñèò îò j è n.

�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà hn+1:

B2

−−→
hn+1 + b

−→
h1 = B2

−−→
hn+1 + b

(

B−n
1

−−→
hn+1 +

−→̂
f1

)

=
−−→
fn+1,

(

B2 + bB−n
1

)−−→
hn+1 =

−−→
fn+1 − b

−→̂
f1 =

−→
f ′ . (3.8)

Çàìåòèì, ÷òî

B1 = En+1 −
1

n
A∗

n+1, B2 = aEn+1 + A∗
n+1,

ãäå En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n×n. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.8)
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

gn(A
∗
n+1)

−−→
hn+1 =

[

aEn+1 + A∗
n+1 + b

(

En+1 −
1

n
A∗

n+1

)−n
]

−−→
hn+1 =

−→
f ′ ,

−−→
hn+1 = (gn(A

∗
n+1))

−1
−→
f ′ , (3.9)

ãäå gn(x) = a+ x+ b
(

1− x

n

)−n

.

×òîáû îöåíèòü ||−−→hn+1||∞ ÷åðåç ||−→f ′ ||∞, à çíà÷èò ÷åðåç ||Fn+1||max, íóæíî

ïîíÿòü, íàñêîëüêî âåëèêà íîðìà ìàòðèöû gn(A
∗
n+1)

−1
.
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Òåîðåìà 3.4. Ïðè (a, b) ∈ Ω è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n,

||gn(A∗
n+1)

−1||∞ 6 C1 lnn + C2,

ãäå C1, C2 > 0 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé b = 0. Ïîñêîëüêó (a, b) ∈
Ω, òî ïðè b = 0, a < 0. Òîãäà

gn(A
∗
n+1)

−1 =
(

aEn+1 + A∗
n+1

)−1

=























a− n n 0 . . . . . . 0

0 a− n n
.

.

.

.

.

. 0

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. a− n n 0
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0 a− n n

0 0 . . . 0 0 2a























−1

.

Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3.2, ïîëó÷àåì

||gn(A∗
n+1)

−1||∞ 6
1

|a| ,

à çíà÷èò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.4 âûïîëíåíî.

Äàëåå áóäåì èçó÷àòü ñëó÷àé b 6= 0. �àññìîòðèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà

è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A∗
n+1. Èññëåäóåì êðàòíîñòü ñîáñòâåííûõ

÷èñåë.

Ëåììà 3.5. Ïðè b 6= 0, (a, b) 6= (1,−1), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > N ,

âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû An+1 èìåþò êðàòíîñòü 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ0 � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

An+1. Òîãäà

χn(λ0) =

(

1 +
λ0

n

)n

(λ0 − a)− b = 0,

ãäå χn îïðåäåëåíî ÷åðåç (2.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàòíîñòü λ0 > 2. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

χ′
n(λ0) = (−n)n

(

1 +
λ0

n

)n−1(

a− λ0 − 1− λ0

n

)

= 0

⇒ λ0 = −n èëè λ0 =
n

n+ 1
(a− 1).
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Åñëè λ0 = −n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, òî

χn(−n) = b = 0,

íî ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé b 6= 0.

Åñëè æå λ0 =
n

n+ 1
(a− 1) � êîðåíü, òî

χn

(

n

n + 1
(a− 1)

)

=

[(

1 +
a− 1

n + 1

)n(
n

n+ 1
(a− 1)− a

)

− b

]

= 0

Ñëåäîâàòåëüíî,

b = −
(

1 +
a− 1

n + 1

)n+1

.

Åñëè a = 1, ò.å. b = −1, òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n. Èíà÷å,

óñëîâèå íå áóäåò âûïîëíåíî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n = n0. Ñëåäîâàòåëüíî,

âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû An+1 áóäóò ðàçëè÷íû.

Òåîðåìà 3.6. Ïðè b 6= 0, (a, b) 6= (1,−1), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > N ,

æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå A∗
n+1 èìååò âèä

A∗
n+1 = V JV −1,

V =



















1 1 . . . 1
(

1 +
λ1

n

) (

1 +
λ2

n

)

. . .

(

1 +
λn+1

n

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(

1 +
λ1

n

)n (

1 +
λ2

n

)n

. . .

(

1 +
λn+1

n

)n



















,

J =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . λn+1











,

V −1 =



























b

n
(

1 + λ1

n

)

χ′
n(λ1)

. . .
b

n
(

1 + λ1

n

)n
χ′
n(λ1)

1

χ′
n(λ1)

b

n
(

1 + λ2

n

)

χ′
n(λ2)

. . .
b

n
(

1 + λ2

n

)n
χ′
n(λ2)

1

χ′
n(λ2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n
(

1 + λn+1

n

)

χ′
n(λn+1)

. . .
b

n
(

1 + λn+1

n

)n

χ′
n(λn+1)

1

χ′
n(λn+1)



























,
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ãäå

χn(λ) =

(

1 +
λ

n

)n

(λ− a)− b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó, íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî ìàòðèöó V , ñîñòàâëåííóþ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A∗
n+1, ìîæíî ïî-

ëîæèòü ðàâíîé

V =



















1 1 . . . 1
(

1 +
λ1

n

) (

1 +
λ2

n

)

. . .

(

1 +
λn+1

n

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(

1 +
λ1

n

)n (

1 +
λ2

n

)n

. . .

(

1 +
λn+1

n

)n



















. (3.10)

Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà

W =











1 x1 . . . xn1
1 x2 . . . xn2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn+1 . . . xnn+1











.

Â íàøåì ñëó÷àå xk = 1 +
λk

n
, ñëåäîâàòåëüíî, xk � êîðíè ìíîãî÷ëåíà

χn(nx− n) = n

(

xn+1 − xn
(

1 +
a

n

)

− b

n

)

. (3.11)

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà èìååò âèä

W−1 =











W0,0 W0,1 . . . W0,n

W1,0 W1,1 . . . W1,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

Wn,0 Wn,1 . . . Wn,n











,

ãäå Wi,j � êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Ëàãðàíæà, à èìåííî

W0,j +W1,jx+ . . .+Wn,jx
n =

p(x)

(x− xj)p′(xj)
, (3.12)

ãäå p(x) = (x− x1) · . . . · (x− xn+1). Èç (3.11) ïîëó÷àåì, ÷òî p(x) = xn+1 −
xn
(

1 +
a

n

)

− b

n
. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Wi,j ðàçëîæèì (3.12)
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ïî ñòåïåíÿì x â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ñëó÷àé xj = 0 ìû íå ðàññìàòðèâàåì,

ïîñêîëüêó òîãäà b = 0. Èìååì:

p(x)

(x− xj)p′(xj)
= −

p(x)

xjp′(xj)
·

1

1−
x

xj

= −
p(x)

xjp′(xj)
·

∞
∑

k=0

(

x

xj

)k

= −
1

xjp′(xj)
·
(

xn+1 − xn
(

1 +
a

n

)

− b

n

)

·
∞
∑

k=0

(

x

xj

)k

. (3.13)

Ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (3.12) è (3.13), ïîëó-

÷àåì, ÷òî

W0,j =
b

nxjp′(xj)
, W1,j =

b

nx2jp
′(xj)

, . . . ,Wn−1,j =
b

nxnj p
′(xj)

,

Wn,j =
1

xn+1
j p′(xj)

(

b

n
+ xnj

(

1 +
a

n

)

)

=
xn+1
j

xn+1
j p′(xj)

=
1

p′(xj)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà V −1
ðàâíà

V −1 =























b

nx1p′(x1)

b

nx21p
′(x1)

. . .
b

nxn1p
′(x1)

1

p′(x1)
b

nx2p′(x2)

b

nx22p
′(x2)

. . .
b

nxn2p
′(x2)

1

p′(x2)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

nxn+1p′(xn+1)

b

nx2n+1p
′(xn+1)

. . .
b

nxnn+1p
′(xn+1)

1

p′(xn+1)























.

(3.14)

Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ xk îáðàòíî ê λk (λ = nx− n), ïîëó÷àåì

dp

dx
(x) =

1

n

d(χn(λ(x)))

dx
=

1

n

dχn

dλ

dλ

dx
=
dχn

dλ
(λ),

à çíà÷èò ìàòðèöà V −1
ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
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V −1 =







































b

n

(

1 +
λ1

n

)

χ′
n(λ1)

. . .
b

n

(

1 +
λ1

n

)n

χ′
n(λ1)

1

χ′
n(λ1)

b

n

(

1 +
λ2

n

)

χ′
n(λ2)

. . .
b

n

(

1 +
λ2

n

)n

χ′
n(λ2)

1

χ′
n(λ2)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n

(

1 +
λn+1

n

)

χ′
n(λn+1)

. . .
b

n

(

1 +
λn+1

n

)n

χ′
n(λn+1)

1

χ′
n(λn+1)







































.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.4.

Ëåììà 3.7. Ïðè (a, b) ∈ Ω, b 6= 0, n > n0,

(gn(A
∗
n+1))

−1 =

































b

n
α−1

b

n
α−2 . . .

b

n
α−n α0

b

n
α0

b

n
α−1 . . .

b

n
α−n+1 α1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n
αn−2

b

n
αn−3 . . .

b

n
α−1 αn−1

b

n
αn−1

b

n
αn−2 . . .

b

n
α0 αn

































, (3.15)

ãäå

αk = Res
λ=−n

βk
n(λ)−

1

2π

+∞
∫

−∞

βk
n(it) dt, k = −n, ..., n, (3.16)

βn
k (λ) =

(

1 +
λ

n

)k
(

1− λ

n

)n

χn(λ)χn(−λ)
, (3.17)

χn(λ) =

(

1 +
λ

n

)n

(λ− a)− b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ æîðäàíîâî ðàçëîæåíèå ìàò-

ðèöû A∗
n+1 è ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî

(gn(A
∗
n+1))

−1 = V diag

(

1

gn(λ1)
, . . . ,

1

gn(λn+1)

)

V −1

=























b

n
α−1

b

n
α−2 . . .

b

n
α−n α0

b

n
α0

b

n
α−1 . . .

b

n
α−n+1 α1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n
αn−1

b

n
αn−2 . . .

b

n
α0 αn























, (3.18)

ãäå

αk =
n+1
∑

i=1

(

1 +
λi

n

)k

χ′
n(λi)gn(λi)

= −
n+1
∑

i=1

(

1 +
λi

n

)k
(

1− λi

n

)n

χ′
n(λi)χn(−λi)

, (3.19)

ïîñêîëüêó

gn(λ) = a + λ+ b

(

1− λ

n

)−n

= −
(

1− λ

n

)−n

χn(−λ).

Çàìåòèì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå (3.19) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âû÷åòîâ:

αk = −
n+1
∑

i=1

Res
λ=λi

(

1 +
λ

n

)k
(

1− λ

n

)n

χn(λ)χn(−λ)
= −

n+1
∑

i=1

Res
λ=λi

βn
k (λ). (3.20)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó (a, b) ∈ Ω è b 6= 0, èç òåîðåìû 2.4 âñå êîðíè

χn(λ) ëåæàò ñòðîãî â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîðíè χn(−λ)
ëåæàò ñòðîãî â ïðàâîé, à çíà÷èò ∀i, λi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì χn(−λ) èëè
(

1 +
λ

n

)k

, íî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì χn(λ) ïåðâîé êðàòíîñòè ïî ëåììå 3.5. Ñëå-

äîâàòåëüíî �óíêöèè βk
n(λ) èìåþò ïîëþñà ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ λi, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî (3.19) è (3.20) ñîâïàäàþò. Ïî îïèñàííûì âûøå ïðè÷èíàì, à

òàê æå ïîòîìó, ÷òî �óíêöèè βk
n(λ) ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè,

â êîòîðûõ ÷èñëèòåëü èìååò ñòåïåíü n + k, k = −n, ..., n à çíàìåíàòåëü

èìååò ñòåïåíü 2n+ 2, (3.20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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αk = Res
λ=−n

βk
n(λ)−

1

2π

+∞
∫

−∞

βk
n(it) dt. (3.21)

Èòàê, íàì íóæíî îöåíèòü íîðìó ìàòðèöû (gn(An+1))
−1
, à äëÿ ýòîãî

íóæíî îöåíèòü αk, k = −n, . . . , n. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì èíòåãðàë â (3.16).

Ëåììà 3.8. Ïðè (a, b) ∈ Ω, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > n0 âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+∞
∫

−∞

βk
n(it) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 C,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

I =

+∞
∫

−∞

βk
n(it) dt =

+∞
∫

−∞

(

1 +
it

n

)k
(

1− it

n

)n

∣

∣

∣

∣

(

1 +
it

n

)n

(it− a)− b

∣

∣

∣

∣

2 dt.

Ïóñòü B = 1 + |b|. �àçîáüåì èíòåãðàë I íà äâà èíòåãðàëà I1 è I2:

I1 =

∫

|t|>B

(

1 +
it

n

)k
(

1− it

n

)n

|χn(it)|2
dt, I2 =

B
∫

−B

(

1 +
it

n

)k
(

1− it

n

)n

|χn(it)|2
dt.

Îöåíèì çíà÷åíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà. Èìååì

|I1| 6
∫

|t|>B

(

1 +
t2

n2

)
k

2 (

1 +
t2

n2

)
n

2

|χn(it)|2
dt 6

∫

|t|>B

(

1 +
t2

n2

)n

(

1 +
t2

n2

)n
(√

t2 + a2 − |b|
)2
dt

6 2

∞
∫

1+|b|

dt

(t− |b|)2
= 2.
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Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó

|I2| 6
B
∫

−B

(

1 +
t2

n2

)n

|χn(it)|2
dt 6 2

(

1 +
B2

n2

)
n

2

B
∫

0

dt

|χn(it)|2
6 C1

B
∫

0

dt

|χn(it)|2
,

ãäå C1 çàâèñèò òîëüêî îò b. Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà

|χn(it)| =
∣

∣

∣

∣

(

1 +
it

n

)n

(it− a)− b

∣

∣

∣

∣

ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, B] îòäåëåíà îò íóëÿ. �àññìîòðèì ðàçíîñòü

∣

∣

∣

∣

(

1 +
it

n

)n

− eit
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(

1 +
it

n

)n

e−it − 1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

e−iz

(

1 +
iz

n

)n−1
z

n
dz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 B2

(

1 +
B2

n2

)
n−1

2 1

n
6
C2

n
,

ãäå C2 çàâèñèò òîëüêî îò b. Îáîçíà÷èì çà χ(z) = ez(z − a)− b. Òîãäà

|χn(it)| > |χ(it)| − |χn(it)− χ(it)| = |χ(it)| −
∣

∣

∣

∣

(

1 +
it

n

)n

− eit
∣

∣

∣

∣

· |it− a|

> |χ(it)| − C2

n
·
√
a2 +B2 = |χ(it)| − C3

n
,

ãäå C3 çàâèñèò òîëüêî îò a è b. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì (a, b) ∈ Ω, òî
|χ(it)| > inf

t∈[0,B]
|χ(it)| = ρ > 0, ò.ê. èíà÷å 0 ∈ {χ(it), t ∈ [0, B]}, ÷åãî áûòü íå

ìîæåò, ïîñêîëüêó Ω � îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Òîãäà ïðè

n >
2C3

ρ
èìååì |χ(it)| − C3

n
>
ρ

2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

B
∫

0

dt

|χn(it)|2
6

B
∫

0

dt
(

|χ(it)| − C3

n

)2 6
4B

ρ2
.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

|I2| 6 C1

B
∫

0

dt

|χn(it)|2
6

4C1B

ρ2
= C4,
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|I| 6 |I1|+ |I2| 6 C4 + 2 = C5,

ò.å. ïðè n >
2C3

ρ
èíòåãðàë I îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé C5, çàâèñÿùåé òîëüêî

îò a è b.

Òåïåðü ðàññìîòðèì Res
λ=−n

βk
n(λ).

Ëåììà 3.9. Ïðè (a, b) ∈ Ω è b 6= 0,

Res
λ=−n

βk
n(λ) =























−1

2bπ

+∞
∫

−∞

(

1 +
it

n

)k (

1− it

n

)n

χn(−it)
dt, k ∈ [−n,−1],

0, k > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k > 0 �óíêöèÿ βk
n(λ) àíàëèòè÷íà â òî÷êå λ =

−n, ïîýòîìó Res
λ=−n

βk
n(λ) = 0. Ïðè k 6 −1,

Res
λ=−n

βk
n(λ) = Res

λ=−n

(

1 +
λ

n

)k
(

1− λ

n

)n

χn(λ)χn(−λ)
= nRes

x=0

xk(2− x)n

χn(nx− n)χn(−(nx− n))
.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè íóëÿ

(2− x)n

χn(nx− n)χn(−(nx− n))
=

∞
∑

m=0

γmx
m. (3.22)

Òîãäà

Res
λ=−n

βk
n(λ) = nγ−k−1. (3.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íóæíî óêàçàòü êîý��èöèåíòû â ðàçëîæåíèè (3.22)

âïëîòü äî n− 1 ñòåïåíè.

�àçëîæèì

1

χn(nx− n)
ïî x â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

1

χn(nx− n)
=

1

xn(nx− n− a)− b
=

1

−b

∞
∑

m=0

(

xn(nx− n− a)

b

)m

=
1

−b

(

1− (n + a)

b
xn + . . .

)

.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îïóùåíû ÷ëåíû ïîðÿäêà > n. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè

íóëÿ
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(2− x)n

χn(−(nx− n))
=

∞
∑

m=0

cmx
m.

Òîãäà

(2− x)n

χn(nx− n)χn(−(nx − n))
=

1

−b

(

1− (n+ a)

b
xn + . . .

)

·
∞
∑

m=0

cmx
m,

îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðè m 6 n− 1, γm = −cm
b
. Èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷-

íûõ äîêàçàòåëüñòâó ëåììû (3.7) ñëåäóåò, ÷òî

cm =
1

2πi

1+i∞
∫

1−i∞

(2− x)n

xm+1χn(−(nx− n))
dx =

1

2πn

+∞
∫

−∞

(

1− it

n

)n

(

1 +
it

n

)m+1

χn(−it)
dt.

(3.24)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.23) è (3.24), çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî.

Ëåììà 3.10. Ïðè (a, b) ∈ Ω, b 6= 0, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > n0 äëÿ

ëþáûõ k ∈ [−n,−1] âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|Res
λ=−n

βk
n(λ)| 6 C1 lnn + C2,

ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâà èíòåãðàëà:

I1 =

∫

|t|>B

(

1 +
it

n

)k (

1− it

n

)n

χn(−it)
dt, I2 =

B
∫

−B

(

1 +
it

n

)k (

1− it

n

)n

χn(−it)
dt,

ãäå B = 1+ |a|+ |b|. Òîãäà, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.8, íà÷èíàÿ

ñ íåêîòîðîãî n > n0, âûïîëíåíî:

|I2| 6 2

B
∫

0

(

1 +
t2

n2

)
n

2

|χn(−it)|
dt 6 C1,

ãäå C1 çàâèñèò òîëüêî îò a è b. Òåïåðü ðàññìîòðèì I1:

|I1| 6
∫

|t|>B

(

1 +
t2

n2

)
n

2
+ k

2

|χn(−it)|
dt 6 2

∞
∫

B

dt
√

1 +
t2

n2

(

t− |a| − |b|
(

1 +
t2

n2

)−n

2

)
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6 2

∞
∫

1+|a|+|b|

dt
√

1 +
t2

n2
(t− |a| − |b|)

= 2

∞
∫

1

dt

t

√

1 +
(t + |a|+ |b|)2

n2

6 2

∞
∫

1

dt

t

√

1 +
t2

n2

= − ln









√

1

n2
+ 1− 1

√

1

n2
+ 1 + 1









6 2 lnn+ 2.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè:

|Res
λ=−n

βk
n(λ)| 6 2 lnn+ C1 + 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âåðíåìñÿ ê ìàòðèöå (3.15):

(gn(An+1))
−1 =

































b

n
α−1

b

n
α−2 . . .

b

n
α−n α0

b

n
α0

b

n
α−1 . . .

b

n
α−n+1 α1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

b

n
αn−2

b

n
αn−3 . . .

b

n
α−1 αn−1

b

n
αn−1

b

n
αn−2 . . .

b

n
α0 αn

































.

Ó÷èòûâàÿ âñå ïðåäûäóùèå ëåììû,

|αk| 6 C1 lnn+ C2, k = −n, ..., n,

ãäå C1, C2 çàâèñÿò òîëüêî îò a, b. Çíà÷èò íîðìó ìàòðèöû (3.15) ìîæíî

îöåíèòü êàê

||(gn(An+1))
−1||∞ 6 C3 lnn + C4,

ãäå C3, C4 � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò a è b. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà

3.4 äîêàçàíà.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 3.3, ðàâåíñòâî (3.9) è òåîðåìó 3.4, ïîëó÷àåì, ÷òî

∀i, j |hi,j| 6 (C1 lnn+ C2) ||Fn+1||max,

ãäå C1, C2 çàâèñÿò òîëüêî îò a, b. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 âûïîëíåíî (3.5),

à çíà÷èò,
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||ξn||max 6
C3 lnn + C4

n
−−−→
n→∞

0,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.

3.2. Ñõîäèìîñòü â ñëó÷àå íå ãëàäêîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è

Â êà÷åñòâå ìàòðèö Fn âîçüìåì Fn = En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà

n× n. Ïîñêîëüêó (−Fn) � ïðîåêöèÿ �óíêöèé f, f1, f2 íà ñåòêó, òî

f(x, y) =

{

0, x 6= y,

−1, x = y.

Î÷åâèäíî, äëÿ çàäà÷è (3.3) íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-

ìîãî ðåøåíèÿ. Ìîäè�èöèðóåì �îðìóëèðîâêó (3.3) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ñëó÷àÿ.

Îãðàíè÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèììåòðè÷íûìè �óíêèöÿìè:

h(x, y) = h(y, x).

Ñ ó÷åòîì ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó â òðåóãîëüíèêå

D = {(x, y) : 0 < y < x < 1}.

Âìåñòî çàäà÷è (3.3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:











































∂h

∂x
(x, y) +

∂h

∂y
(x, y) = 0, x, y ∈ D,

2
∂h

∂x
(x, x) = −1, x ∈ (0, 1),

bh(y, 0) + ah(1, y) +
∂h

∂y
(1, y) = 0, y ∈ [0, 1],

2ah(1, 1) + 2bh(1, 0) = −1.

(3.25)

�åøåíèå çàäà÷è (3.25) áóäåì èñêàòü ñðåäè �óíêöèé h ∈ C1(D) � íåïðå-

ðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ âïëîòü äî ãðàíèöû D. Òîãäà

h(x, y) = f(x− y), x, y ∈ D,

ãäå f(t) ∈ C1([0, 1]). Ïîäñòàâëÿÿ f â êðàåâûå óñëîâèÿ (3.25), ïîëó÷àåì
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

















2f ′(0) = −1,

bf(y) + af(1− y)− f ′(1− y) = 0, y ∈ [0, 1],

2af(0) + 2bf(1) = −1.

(3.26)

Çàìåòèì, ÷òî òðåòüå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïåðâûõ äâóõ, âçÿâ âî

âòîðîì y = 1. Ïåðåïèñàâ âòîðîå óðàâíåíèå, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó







f ′(y) = af(y) + bf(1− y), y ∈ [0, 1],

2f ′(0) = −1.
(3.27)

Â [15℄ áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

f(t) =















beα(t+1) + (α− a)e−αt

2α(α− a− be−α)
, |a| 6= |b|, α− a− be−α 6= 0,

− t

2
− 1− a

4a
, a = b 6= 0,

(3.28)

ãäå α =
√
a2 − b2. Ìû ðàññìàòðèâàåì (a, b) ∈ Ω, ñëåäîâàòåëüíî

α− a− be−α = e−αχ(α) 6= 0,

òàê êàê èíà÷å λ = α ÿâëÿëîñü áû êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàçèìíî-

ãî÷ëåíà χ(λ), ÷åãî áûòü íå ìîæåò, ò.ê.

Reλ

{

> 0, |a| > |b|,
= 0, |a| < |b|,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âñå êîðíè χ(λ) ïðèíàäëåæàò {z ∈ C | Re z <
0}. Òàêèì îáðàçîì ïðè (a, b) ∈ Ω, ñèñòåìà (3.27) ðàçðåøèìà, ïðè÷åì ÿñ-

íî, ÷òî �óíêöèÿ (3.28) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.27) íà âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé, à òàêæå áóäåò áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà. Ñ ó÷åòîì

ñèììåòðèè, �óíêöèÿ h ðàâíà

h(x, y) = f(|x− y|), x, y ∈ [0, 1]. (3.29)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî h(x, y) ∈ C∞(D′), ãäå D′ = {(x, y) : x, y ∈ [0, 1], x 6= y},
ïðè÷åì

∀γ : |γ| 6 2, sup
(x,y)∈D′

∂γh

∂xγ
6 C, (3.30)

ãäå γ � ìóëüòèèíäåêñ, C çàâèñèò òîëüêî îò a, b, ò.å. íà D′
ñàìà �óíêöèÿ h,

êàê è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, îãðàíè÷åíû

êîíñòàíòîé.
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Ëåììà 3.11. Ïóñòü (a, b) ∈ Ω. Îáîçíà÷èì

ξni,j = hn+1
i,j − h

(

i− 1

n
,
j − 1

n

)

,

ψn
i,j = (Ln+1ξ

n)i,j,

ãäå hni,j � ðåøåíèå (3.1), à h(x, y) � �óíêöèÿ (3.29). Òîãäà

||ψn||max 6
C

n
,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. �ëàâíîå îòëè÷èå îò òåîðåìû 3.1 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,

÷òî �óíêöèÿ h(x, y) íå äè��åðåíöèðóåìà ïðè x = y. Áëàãîäàðÿ (3.30),

ïðè i 6= j ñïðàâåäëèâû ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëüñòâó (3.5).

�àññìîòðèì ψn
i,j ïðè i = j:

ψn
i,i = −1 − n

(

h

(

i− 1

n
,
i

n

)

+ h

(

i

n
,
i− 1

n

)

− 2h

(

i− 1

n
,
i− 1

n

))

ψn
i,i = −1− 2n

(

f

(

1

n

)

− f(0)

)

= −1 − 2n

(

1

n
f ′(0) +

1

n2
f ′′(η)

)

ψn
i,i = −2

n
f ′′(η),

ãäå η ∈ (0, 1
n
) ⊂ [0, 1], ïîñêîëüêó f ∈ C∞(R). Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

òîò �àêò, ÷òî

sup
t∈[0,1]

f ′′(t) 6 C1,

äëÿ íåêîòîðãî C1, çàâèñÿùåãî òîëüêî îò a, b.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Fn = En óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.1 äîêàçàíî.

�4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè ñâÿçàíû ñ óðàâíåíèÿìè ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì íå

òîëüêî ñõîäèìîñòüþ ðåøåíèé, íî è êà÷åñòâåííûìè ñâîéñòâàìè. À èìåí-

íî, Ωn � îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.3)

ïðè n → ∞ ñòÿãèâàþòñÿ ê Ω � îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
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íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.5), ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòå-

ãðàëîâ Ëÿïóíîâà, îïðåäåëåííûõ ñèñòåìîé (3.1), ñâÿçàíû ñî ñïåöèàëüíû-

ìè èíòåãðàëàìè Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñêîãî äëÿ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì,

îïðåäåëåííûõ êðàåâîé çàäà÷åé (3.3).

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î âîçìîæíîñòè ïîëó÷å-

íèÿ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåí-

òîì ñ ïîìîùüþ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíî-

ñòè.
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